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Dans [5] nous avons introduit les algebres de Lukasiewicz n-valentes 
centrees pour gCnCraliser les resultats de Moisil [2]. R. Cignoli a montre [2] 
que ces algebres sont exactement les algebres de Post d’ordre n ([19], [3]). 
Dans un travail de 1968 [12], Grigore C. Moisil a don& la definition des 
algebres de Lukasiewicz 0-valentes, oh 0 est le type d’ordre d’un ensemble 
totalement ordonne. Avec I’aide de cettc definition, nous avons defini les 
algebres de Post 0-valentes [lo]. 
Le but de ce travail cst de faire une theorie de dualite pour les algebres de 
Post f?-valentes. Pour la terminologie des algebres de Boole, voir [16], et pour 
la terminologie de la theorie dcs categories, voir [ 171 et [18]. 
1. DEFINITIONS ET NOTATIONS 
Soit J un ensemble totalement ordonne avec lc plus grand et le plus petit 
Clement et 0 le type d’ordre de 1. 
D~INITION 1.1 [12]. line aZ&bre de Lukasimuicz &oalente est un treillis 
distributifL avec le plus grand et le plus petit Clement, ayant les applications: 
hx : L -+%,J ; {Rx : L -*J%J 
qui verifient les axiomcs suivants: 
(4 Ax U r> = P&> U ~~(24; VAX n 39 = d4 n ~09 pour a E J 
et x, y EL. 
(b) ~~(0) = 0; ~~(1) = 1 pour OL E J. 
(c) v%(x) u q(x) = 1; v&(x) n q&(x) = 0 pour 01 E J. 
(d) vti 0 9s = v0 pour chaque couple (a, /I) E J x J. 
(e) 0~ < B 3 p&4 < FL(~) pour x EL. 
(9 Si d4 = 9-34~) P our chaque or E J, alors x = y. 
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DQFINITIOPI~ 1.2. [12]. Soient L, L’ deux algebres de Lukasicwicz 
B-valentes. Une application j : L -+L’ est nommee morphisme des alghes 
de Lukasiewicz &vale&es si nous avons: 
(I) j(x Uy) :-j(x) Uj(y) pour x,y EL. 
(2) fh n Y> = f(x) n f(r) pour xy Y EL. 
(3) f(0) = O;j(l) = 1. 
(4) j 0 ?a = va 0 j pour chaque CY E J. 
Soit Luk, la categoric des algebres de Lukasiewicz 0-valentes. 
Remarque 1.3. Si L E Luk, , alors 
9?T o RJ = R3 9 ~,BE J 
4% o % = @3 7 ~,BE J 
F’a o 6 = ‘pa 9 %BfJ 
x < y -C-E- v&(x) < vu(y), pour chaque OL E J. 
Remarque 1.4. Si j : L -+ L’ est un morphisme dc Luk, , alors 
fo$% = Ta0.f 
pour chaque 01 E J. 
EXEMPLE 1.5. J u {w} est une algebre de Lukasiewicz 0-valente pour 
a u /3 = max(Ly, /3) 
01 n /3 = min(or, p) 
9&4 = 1;; 
pour x < a, 
pour x > 2, 
c%(x) = 1;; 
pour 5 > c(, 
pour x < cf. 
Si B est une algebre de Boole, alors l’ensemble 
DB - ([ : J+ B ; 01 < P => f(B) < t(4) 
est une algcbre de Lukasiewicz 0-valente (voir [lo] et [12]). Si L E Luk, , 
alors l’ensemble 
CL = (x EL 1 v=(x) = x pour chaquc cy. E J} 
est une algebre de Boolc (voir [IO]). Y I ous avons Nx = q=(x) pour chaque 
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a E J. Alors, L A.+ CL cst un foncteur de Luk, vers. la catkgorie B des algebres 
de Boole et B M DB est un foncteur II : B -• Luk, qui est un adjoint & droite 
du fonctcur C (voir [lo]). 
D~FINITIOS 1.6. On denomme algkbre de Post O-aalezte une algebre de 
Lukasiewicz 8-valente qui verifie I’axiome suivant: 
(P) Pour chaque t%ment f : J- CL de l’algt?bre de Lukassewicz &z&we 
DCL il existe un &nmt x EL, tel que 
y%(x) = f(z) pour chaque (Y E J. 
D’apres l’axiome (f) de la definition 1 .I, 1’ClCment x de ci-dessus est 
unique. Soit P(B) la sous-categoric pleine de Luk, dont dcs objets sont les 
algebres de Post &valentes. 
Remarque 1.7. Le point d’inspiration pour donner la definition 1.6 est 
le theoreme de caracterisation des algebres de Lukasiewicz n-valentes 
cent&es [8]. 
2. CARACTI~RISATION DU SPECTRA MAXIMAL 
D~FIKITION 2.1. Soit L E P(B). On dit qu’un sous-ensemble a # o de L 
est un ideal si nous avons 
x,yeaaxUyEa 
xca, yEL=+xnyEa 
x E a -d v=(x) E a, pour chaque (Y E J. 
DI~FINITION 2.2. Une relation d’equivalence R sur L s’appelle congruence 
si elle satisfait les proprietts suivantes: 
xRx’,yRy’ => 
I 
(x u y) R (x’ u y’) 
(X n Y) R (x’ n Y’> 
xRx’ -> 
I 
%(X> R P;l@‘) 
~.o(x) R %(x’) 
(Y E J. 
On peut montrer dans uric maniere classqiue quc les ideaux de L sont 
dans une correspondance bijectivc avec les congruences de L. Si a est un ideal 
dc L, alors on va noter par L/a l’algebre de Post O-valente quotient don& par 
la congruence de a. 
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D~FINTION 2.3. IJn id&al propre a de L s’appclle prime si 
xnyYa-2-xEa ou yEa 
Un clement maximal d’ensemble ordonni: des ideaux propres de L cst nomme 
i&al maximal. 
Si 121 est un sous-ensemble de L, on va noter par (M) l’iddal engendre par AZ. 
Nous avons ( j?) = 0. 
LEMME 2.4. Si M ;f; 0, alors 
(M) =- [x ; (3) y1, . ..yp E J!f, x < v(O Yi)/ 
i-1 
Dbmonstration. Voir [I. 
‘rHiORhlE 2.5. Pour un idial propre a de L, les affirmations suivantes sont 
t!quivalentes: 
(1) a est prime. 
12) x E CIJ 2 x E a ou Nx E a. 
(3) a est maximal. 
(4) L/a est isomorphe & DL, , ou L, est I’algkbre de Boole (0, I). 
Ihnonstration. (1) :> (2). Comme x n Xx :: 0 E a pour x E CL et a 
est prime, alors x E a ou Nx E a. 
(2) + (3). Soit b un ideal de L, tel quc a C b, a + b, done il existe 
un ClCment x E b et x Q+ a. Done am $ a, car x < yO(x). Nous avons 
G4 =- hb&>> E a, done a,(x) E b. Mais comme x E b, nous avons 
vO(x) E b, done 1 = vO(x) u CJ&(.Y) E b. La contradiction est evidente. 
(3) 3 (4). Soit t : L + DL, le morphisme suivant de P(e): 
pour x EL et j3 E J. Evidemment quc x ++ t(x) est un morphisme de P(0). 
Done P(0), now avons le diagramme suivant comutatif: 
DL 
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oh i est donne par (x) h t(x). Maintenant, nous verifions que t cst bien 
defini, i.e., 
PC4 = P(Y) * 44 = t(r)- 
p est le morphisme canonique. I1 est suffisant de montrer que a C t-i(O). 
Soit x E a. Pour chaque LYE J nous avons ?,Jx) E a, done t(x)(a) = 0. 11 
r&&e que t(x) = 0. i est Cvidemment un morphisme de P(0) et i Q p = t. 
Xous montrcrons que I est un isomorphisme de P(0). Soit p(x) E Ker t, 
done t(x) := i(p(~)) = 0. 11 resultc que t(x)(a) = 0 pour chaque 01 E /. En 
particulier, 2(x)(O) = 0, i.e. V&X) E a, d’apres la definition de t. 
Comme x < ~a(%) et va(~) E a, il resultc que x E a, done p(x) = 0. Done 
Kcr t = 0, ce qui montre que t est une injection. 
Maintenant, soit (f : J-•L2) E DL, . Comme L, est un sous-algebre de 
Boole de CL, nous avons une application f : J+ CL, qui est un Clement de 
DCL. D’apres l’axiome (P), il existe un Clement (unique !) x EL, tcl que 
%(4 = f (4 pour chaque 01 E J. 
Nous montrerons quc t(x) -= f. Pour chaque 01 E J, nous avons: 
I 
0, = si f(a) E a 
1, si f(4 4 a. 
Mais comme f(a) = 0 ou f(a) = 1, nous avons “f(a) E a + f (a) = 0” et 
“f(a) 4 a o f (a) = l”, done t(x)(a) = f (x). 11 r&he t(x) = f, done t est 
surjectif. 
(4)+(l). Soitx,yELavecxnyEa,doncp(x)np(y)==p(xny)=O. 
I\-ous supposerons par l’absurdc que x # a et y $ a, done p(r) # 0 et p(y) # 0. 
D’aprts l’hypothbe, nous avons un isomorphisme 
h : L/a --t DL, 
Alors 
Done 
YPW) n YP(Y)) = 0 
qP(.$) f 0; 4P(Y>) # 0 
XPW(4 n A( P(Y>>W = 0 pour chaque 01 EJ, 
et il existe /3, y G J, tcl que 
(P(X))@) + 0; Mr>>(r> # 0. 
LA DUAL& DES BLGBBRES DE POST O-VALE~TFS 79 
Mais comme J est totalement ordond, nous avow /3 < y ou y < j3. Soit 
/3 < y done X($(y))@) 3 Q(y))(r) # 0. Nous avons 
et 
Comme X@(x))@) EL, et A( p(y))@) EL, , il en resulte 
WxN(B) = h(P(Y))W = 1 
Done, il existe un 01 E J, tel que 
a44)(P) n MY>)@) == 1. 
La contradiction est Cvidente. Done x E a ou y E a. La demonstration est 
finie. Kous noterons par SpecL l’ensemble des ideaux maximaux de L. 
COROLLAIRE 2.6. Spec L est isomorphe (en Ens) azec l’ensemble 
HompcO,(L, DL,) des morphismes de L en DL, . 
DCmonstration. Si a E SpecL, alors le morphisme associe est donne par 
L - L,:a N_ DL, 
Si f : L -+ DL, est un morphisme de P(0), a ors l’ideal maximal associe est 1 
Ker f. 
r~II~ORhi 2.7. Soit L E P(8), a un idkal de L et S un sow-ensemble f ,3 
de L, ayant les propriMs suivantes : a n S -= QZ et “.x, y E S -2 x n y E S”. 
Alors il existe un idhal prime m de L tel que m 2 a et m n S = z . 
Dkmonstration. Soit F l’ensemble dcs ideaux propres b de L ayant lcs 
proprietes suivantes: 
aCb 
bnS=-- m. 
F est un ensemble inductif ordonnt: par l’inclusion done, d’apres la lemme 
de Zom, il existe un ClCmcnt maximal m de F. Xous montrerons que m 
est prime. Soit x, y EL et x n y 6 m. Xous supposcrons, par absurde, que 
x$mcty$m,donc 
(m u {x}) n S + IZ(, 
(mu(y))nS+ ,a. 
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Done il existe s’, S” E S et s’ E (m u {xl), s” E (m u (y)). D’aprk la lemme 
2.4, nous avow: 
s’ n f G hd4 ” %Wl n h%(Y) u %(b)l 
= [V”(X) n %(Y)l ” b”(4 n %Wl ” b&4 n %(Y)I ” b”(Q> n %v-91* 
Mais 
done 
k~+9 U 441 n h4~) n M4 E m. 
11 rksultc que s’ n sn E m. Mais 
s’, SW E S => d n S” E S + S’ n S” E m n S. 
La contradiction “s’ n s” E m n Set m n S = 0” montre que m est prime. 
COROI.I,AIRE 2.9. Pour chaque idial propre a de I, nous avow 
a= n m 
mGpecL 
rnza 
COROLLAIKE 2.10. Pow chaque idkal propre a de L il existe un i&al 
maximal m, tel que m 1 a. 
Dtkonstration. Soit S = (1). Alors S n a = a, done il existe un ideal 
prime m, tel que a 2 m. 
COROLLAIRE 2.11. Toute l’algtlbre de Post 0-valente L est semi-simple, i.e. 
n m = (0) 
meSpecL 
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3. UN THkORhIE DE REPRkl3TATION 
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Cne algebre de Post G se dit un co-ghtiruteur de la categoric P(O) si pour 
chaque couple de morphismes distincts f, R : X=$ Y dc I’(O) il existe un 
morphisme (Y : Y --, G tel que CY 0f + a 0 g. 
LEMME 3.1. DL, est zm co-gknhateur de Z’(0). 
De’mcmstration. Soit f,g : X* Y deux morphismes distincts de P(O), 
done il existe un x E X tel que (x) f g(x). r\Tous noterons: 
(1) a == (f(4), s = b”W))>Y si &f(4) < cpdd4). 
(2) a = (g(4), s - GPll(fW)>~ si 9kkdxN < df (4). 
(3) a = (f (4, 6s = bd&N~ si dfW Q: Y&W) 
et %(&N Q: vdf w 
Done a n S = O. D’apres le theoreme 2.7 il resulte l’cxistence d’un ideal 
maxin~alm,telquem3_aetmnS= @.Donc 
(1) f(x)Em et mown 4 m si ?4fc4) < %(BW 
(4 A4 Em et vdfW> 6 m7 si P)*(&N < V”(f 64 
(3) f(x) Em et 4 g(4) I my si F”(f(“h %M”N 
sont non-cornparables. 
Soit t : Y -+ DL, le morphisme de P(B) associe Q m, d’aprb le theoreme 2.5: 
w4 = Iy: si d4 E m, si ~(4 4 m, 
Alors, pour les cas dc ci-dessus, nous avons: 
XE Y, N E J. 
pour chaque 3 E J, 
pour chaque OL E J, 
48x/21/1-6 
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Done, dans tous les cas de ci-dessus, nous avons 
II en r&&e que t 0 f -f t 0 g. 
THBORSME 3.2. II existe un morphtime inject;f de P(B): 
6 : L + (DLz)‘~omP,s,(t*oLe). 
Dt!monstration. D’apres la propriM de l’universalite du produit direct 
en P(0), il existe un morphismc unique 
qui fait commutatif le diagramme suivant 
L 8 + (,y,qHom~dLJ%) 
oh {p,) sont les projections canoniques. Kous montrerons que 6 est une 
injection. Soit s, t : 2 =L deux morphismes de P(0) tel que S 0 s = 6 0 t. 
Si s # L, alors, d’apres la lemme 3.1, il existe un morphisme g : L -+ DL, 
tel que g 0 s .fi g 0 t. Mais comme S 0 s = 6 0 t, nous avons 
pour chaque f e Hom,(,)(L, DL,). L a contradiction est Cvidente. Done s = t. 
4. DUALITY? 
Soit 1, une algebre dc Post 0-valente et CL I’algebre de Boole des tlcments 
x EL ayant la propriM que v=(x) L= x pour chaquc 01 E J. Nous considerons 
le spectre maximal Spec CL de Cl muni avec la topologie de Stone (voir [16] 
ou [20]). Spec CL cst un espace de Boole, i.e. un cspace de Hausdortf compact 
et totalement discontinu. Soit 
X : L -+ P(Spec L) 
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l’application don&e par 
h(x) = {m !m E SpecL, x fm) 
LEMME 4.1. L’application h de ci-Uessus est un monomorphisme des treillis 
avec le plus grand et le plus petit &nent. 
De’monstration. Pour x, y EL, nous avons 
h(xUy)={mIxUy$tm)-{m~x~m}U{m~y~m)=X(x)UX(y), 
h(xny)=={m~xny~m}={m~x$m}n{mjy~m}-h(x)nh(y), 
h(O)={mIO~m}= 0, 
h(1) = {m 1 1 $ m> = SpecL, 
A(X)== 0 *{mIx$m>= 0 33~~ n mar=O. 
meSpeCL 
D’apres la lemme 1, il est Cvidemment que l’ensemble 
W)LEL 
peut &trc consider+ une base des ouverts pour une topologie sur SpecL. 
Cotte topologic est nommee la topologie de Stone-Zariski de Spec L. 
?'IIkORhIIE 4.2. SpecL est un espace de Booze. 
Dt!monstration. Kous montrerons que SpecL et Spec CL sont homeo- 
morphes. Soit: 
@ : Spec L + Spec CL, 
Y : Spec CL -* Spec L, 
les applications don&es par 
CD(m) .: m n CL, pour chaque m E Spec L, 
Y(n) = d(n) = ix EL I PO(X) E 4, pour chaque n E Spec CL. 
Nous montrerons que @(m) E Spec CL : 
x, y E @(m) =+ x, y E CL n m + ~Jx) = x, ~JIJ y) = y pour chaque OL t J 
et 
xUy~m=s~,(xUy)=xuy,xUyEm*xUyECD(m) 
x E O(m), y E CL =P p=(x) = x, v,(y) = y pour chaque LX E J 
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Soit maintcnant x E CL. Comme m E Spec L, d’aprks lc thtorhme 2.5, now 
avons XE m ou NXE m. Done x c@(m) ou hrx g@(m). 11 rbsulte que 
Q(m) est un idCal maximal de CL. 
Maintenant nous montrerons que Y(n) E Spec L : 
x, Y 6 w> * %(X>, V”(Y) E n 2 qJo(Xuy)En 3 xLJyEY(n) 
x E Y(n), y EL 3 &x) E n, 
x E Y(n) 3 P;~(x) E n ~-j vO(x) E n pour chaque LY. E J sj (vO o T,)(X) = 
v=(x) E n pour chaque CL E J 3 v%(x) E Y(n) pour chaque Q: E J. Soit x E CL. 
Alors, comme n est un idCal maximal de CL, nous avons x E n ou Nx E n. 
Done, v,,(x) E n ou v,(Nx) = r&q,(x)) = HO = Nx E n. II rksulte que 
n E SpecL. Nous allons montrer que 
Q”Y= &?ca 
Y/o@ = lSP&. 
En effet, pour chaque n E Spec CL nous avons: 
@(Y(n)) -1 CL n v;‘(n) 
= {x j x E CL, vo(x) E nj 
= (x 1 x = v&x) pour chaque (Y E J, F,,(X) E n} 
7: {x j x E n] :Z n. 
Soit maintenant m E SpecL. Nous avons 
Y(@(m)) ::= &(CL n m) = &‘(CL) n y;‘(m), 
= {x i &x) E CL> n {x I v&> E m>, 
=Lnm=m. 
Cp et Y sont continues. On sait que {u(x)}~~~~ cst une base des ouverts pour 
la topologie de Stone [16], oh u est I’application dc Stone: 
u(x) = {n E Spec CL 1 x $ n}. 
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Pour tout x e L, now avons: 
Y-“(h(x)) = {n E Spec CL \ Y(n) E X(x)), 
= {n E Spec CL 1 x $ Y(n)}, 
= {n E Spec CL ; yO(x) 4 n}, 
=(nESpecCLI.r$n) =0(x). 
Done Y est continu. Pour tout x c- CL, nous avons: 
@-‘(u(x)) == p-1 0 Y-l)(a(x)) = h(x), 
done @ est continu. La demonstration est finie. 
THI?O&ME 4.3. La catigorie duale de la catkgorie P(8) des algkbres de 
Post 8-valentes est &ivalente ir la catigorie iB” des espaces de Boole. 
Dhnonstration. D’apres le theoremc 4.2 ct de la theorie de dualite pour 
les algtbres de Book, il suffit de montrer qu’il cxiste uric bijection 
Hom,&L, L’) ‘V HomB(CL, CL’) 
pour chaquc L, L’ E P(0). 
L’application 
est injective: 
(f:L+L’)w(Cf: CL-CL’) 
f + g * (3) x EL, f (.q =# g(x) 3 (3) CL E J, 
%(f (4 11: 94 g(4) * C(f h&N + C(d(P,aW * C(f) + C( s>* 
Soit h : CL -+ CL’ un morphisme de B ct x EL. Nous considererons l’applica- 
tion suivante: 
pz : J-CL’ 
~~(4 = &44) pour 01 E J. 
Comme 
@z G P * d4 G %(4 * CLZCP) G cLz(4 
nous avons ps E DCL’. D’aprb l’axiome (P) il existe un seul Clement 
YEC, tel que 
T&f> = P&4 pour chaque (Y E J. 
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Soit f : L -+ L' l’application f(x) = X. Now avons: 
3uy=xuy, 
3ny = xny, 
a = 0, 
i = 1, 
%W = Pdf), 
done f est un morphisme de P(B). Soit x E CL, done y=(x) = x pour chaque 
QI E J. Comme h(x) E CL' nous avons aussi: am) = h(x) = h(~~(x)) = p=(a) 
pour chaque a: E J, done, d’aprks I’unicitk de F, il rksulte que f (x) = z = h(x). 
Done h = C( f ). La dgmonstration est finie. 
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